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Óñòàíàâëèâàþòñß êðèòåðèè ñîâìåñòíîñòè ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé AX =
B íàä ðåøåòêàìè, åñëè ìàòðèöû A, B îáëàäàþò ñïåöèàëüíûìè ñâîé-
ñòâàìè. Ïðèâîäßòñß ôîðìóëû äëß íàõîæäåíèß íàèáîëüøèõ è íàèìåíü-
øèõ ðåøåíèé.
We obtain criteria of solvability of matrix equations AX = B over a lattice
in case matrices A, B are possessed of some special properties. The formulas
for calculation of the greatest and least solutions are obtained.
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1. Ââåäåíèå
Ïóñòü (L,6)  ÷àñòè÷íî óïîðßäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
0 è 1, ñîîòâåòñòâåííî, íàèìåíüøèé è íàèáîëüøèé ýëåìåíòû â (L,6) (åñëè îíè
ñóùåñòâóþò). Åñëè (L,6)  ðåøåòêà, òî áóäåì îáîçíà÷àòü îïåðàöèè îáúåäèíåíèß
è ïåðåñå÷åíèß ñèìâîëàìè ∨ è ∧ ñîîòâåòñòâåííî.
Ïóñòü (L,6)  ðåøåòêà. Ðåøåòî÷íûìè íàçûâàþòñß ìàòðèöû, ýëåìåíòû êîòî-
ðûõ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó L. Ïóñòü Lm×n  ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåòî÷íûõ ìàò-
ðèö ðàçìåðà m× n (m,n > 1) ñ ýëåìåíòàìè èç L. Ýëåìåíòû ìàòðèö áóäåì îáîçíà-
÷àòü ñîîòâåòñòâóþùèìè ìàëûìè áóêâàìè: A = ‖aij‖m×n, B = ‖bij‖m×n è ò.ä. Íà
ìíîæåñòâå Lm×n îïðåäåëèì ÷àñòè÷íûé ïîðßäîê: äëß ëþáûõ ìàòðèö A,B ∈ Lm×n
îòíîøåíèå A 6 B ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî aij 6 bij äëß âñåõ i ∈ {1, . . . ,m},
j ∈ {1, . . . , n}.
Ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç A òðàñïîíèðîâàíèåì, áóäåì îáîçíà÷àòü AT .
Ïóñòü (L,6)  ðåøåòêà ñ 0 è 1. Åäèíè÷íîé ìàòðèöåé áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöó
E = En×n ∈ Ln×n, òàêóþ ÷òî
eij =
{
1, åñëè i = j,
0, åñëè i 6= j.
Äîãîâîðèìñß íàçûâàòü îáúåäèíåíèå ñëîæåíèåì, à ïåðåñå÷åíèå óìíîæåíèåì, ïî-
ñëå ÷åãî ââåäåì îïåðàöèè ñëîæåíèß è óìíîæåíèß ìàòðèö îáû÷íûì îáðàçîì.
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Ïîäìíîæåñòâî íîñèòåëß ðåøåòêè ñ íóëåì íàçûâàåòñß îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé,
åñëè ïåðåñå÷åíèå äâóõ ëþáûõ åãî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ðàâíî íóëþ.
Ïóñòü (L,6)  ðåøåòêà ñ 0 è 1. Ýëåìåíò b íàçûâàåòñß äîïîëíåíèåì ýëåìåíòà a
â ðåøåòêå (L,6), åñëè a ∧ b = 0 è a ∨ b = 1. Åñëè ýëåìåíò b ßâëßåòñß äîïîëíåíèåì
ýëåìåíòà a, òî áóäåì îáîçíà÷àòü åãî a¯. Ðåøåòêà (L,6), ëþáîé ýëåìåíò êîòîðîé
èìååò äîïîëíåíèå, íàçûâàåòñß ðåøåòêîé ñ äîïîëíåíèßìè.
Ðåøåòêà (L,6) íàçûâàåòñß äèñòðèáóòèâíîé, åñëè äëß ëþáûõ a, b, c ∈ L âûïîë-
íßåòñß ðàâåíñòâî:
a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c).
Äèñòðèáóòèâíàß ðåøåòêà ñ äîïîëíåíèßìè íàçûâàåòñß áóëåâîé ðåøåòêîé.
Ïåíòàãîíîì íàçûâàåòñß ðåøåòêà ({0, 1, a, b, c} ,6), äëß êîòîðîé 0 < a < 1, 0 <
c < b < 1, c ∨ a = b ∨ a = 1, c ∧ a = b ∧ a = 0.
Äèàìàíòîì íàçûâàåòñß ðåøåòêà ({0, 1, a, b, c} ,6), äëß êîòîðîé a ∨ b = b ∨ c =
c ∨ a = 1, a ∧ b = b ∧ c = c ∧ a = 0.
Ïóñòü (L,6)  ðåøåòêà, a, b, c ∈ L è a ∈ [b, c] (ò.å. b 6 a 6 c). Ýëåìåíò d
íàçûâàåòñß îòíîñèòåëüíûì äîïîëíåíèåì ýëåìåíòà a â èíòåðâàëå [b, c], åñëè a∨d = c
è a ∧ d = b. Â äàëüíåéøåì íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü îòíîñèòåëüíîå äîïîëíåíèå
ýëåìåíòà a â èíòåðâàëå [0, b], ãäå a, b ∈ L, 0  íîëü ðåøåòêè (L,6), ò.å. ýëåìåíò,
óäîâëåòâîðßþùèé ñèñòåìå {
a ∨ x = b,
a ∧ x = 0. (1)
Îòìåòèì, ÷òî åñëè (L,6)  äèñòðèáóòèâíàß ðåøåòêà ñ 0, òî äëß âñåõ a, b ∈ L
(a 6 b) èç ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû (1) ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü åå ðåøåíèß. Â ñàìîì
äåëå, åñëè äîïóñòèòü, ÷òî ñèñòåìà (1) èìååò äâà ðåøåíèß, òî ðåøåòêà (L,6) áóäåò
ñîäåðæàòü ïåíòàãîí èëè äèàìàíò, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.
Ðåøåòêà (L,6) äèñòðèáóòèâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íå ñîäåðæèò íè
ïåíòàãîíîâ, íè äèàìàíòîâ [1, òåîðåìà II.1.1].
Óñëîâèìñß â äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêå ñ 0 îáîçíà÷àòü îòíîñèòåëüíîå äîïîëíåíèå
ýëåìåíòà a â èíòåðâàëå [0, b] ñèìâîëîì dba.
Çàìåòèì, ÷òî èçó÷åíèþ ìàòðèö íàä ðåøåòêàìè ïîñâßùåíî íåñêîëüêî ðàáîò.
Òàê, Ð.Ä. Ëþê è Ä.Å. Ðàòåðôîðä èññëåäîâàëè îáðàòèìûå ìàòðèöû íàä ðåøåòêîé
({0, 1},6). Â 1986 ãîäó Ë.À. Ñêîðíßêîâ äàë ïîëíîå îïèñàíèå îáðàòèìûõ ìàòðèö
íàä äèñòðèáóòèâíûìè ðåøåòêàìè ñ 0 è 1. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå ìàòðèöû îá-
ðàçóþò ïîëíóþ ëèíåéíóþ ãðóïïó îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèß. Ñâîéñòâà ýòîé ãðóïïû
áûëè èññëåäîâàíû Ë.À. Ñêîðíßêîâûì è Ä.Ï. Åãîðîâîé.
Â ñâßçè ñ âûäåëåíèåì ìàòðèö íàä ðåøåòêàìè êàê ñàìîñòîßòåëüíûõ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ îáúåêòîâ âîçíèêàåò çàäà÷à èçó÷åíèß óðàâíåíèé, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ
ßâëßþòñß óêàçàííûå ìàòðèöû. Â íàñòîßùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñß ìàòðè÷íûå
óðàâíåíèß âèäà AX = B; óñòàíàâëèâàþòñß êðèòåðèè ñîâìåñòíîñòè òàêèõ óðàâíå-
íèé ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèßõ, íàêëàäûâàåìûõ íà ìàòðèöû A, B.
2. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ
Òåîðåìà 1. Ïóñòü (L,6)  äèñòðèáóòèâíàß ðåøåòêà ñ 0 è 1, è ïóñòü ìàòðè÷íîå
óðàâíåíèå AX = B (A ∈ Lm×n, B ∈ Lm×1) òàêîâî, ÷òî äëß ëþáûõ i ∈ {1, . . . ,m},
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j ∈ {1, . . . , n} â ðåøåòêå (L,6) ñóùåñòâóþò daijaij∧bi è d
aij
aij∧bi . Òîãäà óðàâíåíèå AX =
B ñîâìåñòíî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè åìó óäîâëåòâîðßåò ìàòðèöà R =
‖rj‖n×1, ãäå rj =
m∧
i=1
d
aij
aij∧bi .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü óðàâíåíèå AX = B ñîâìåñòíî. Ïîêàæåì, ÷òî óêàçàííàß
â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû ìàòðèöà R ßâëßåòñß íàèáîëüøèì ðåøåíèåì ýòîãî óðàâ-
íåíèß. Ñíà÷àëà óñòàíîâèì, ÷òî íàèáîëüøèì ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà aij ∧ xij 6 bi
(i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n}) ßâëßåòñß ýëåìåíò daijaij∧bi .
Â ñàìîì äåëå,
aij ∧ daijaij∧bi =
(
(aij ∧ bi) ∨ daijaij∧bi
)
∧ daijaij∧bi =
=
(
(aij ∧ bi) ∧ daijaij∧bi
)
∨
(
d
aij
aij∧bi ∧ d
aij
aij∧bi
)
=
= aij ∧ bi ∧ daijaij∧bi 6 bi.
Ïóñòü òåïåðü g ∈ L è g óäîâëåòâîðßåò ðàññìàòðèâàåìîìó íåðàâåíñòâó aij∧xij 6
bi. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàññóæäåíèß.
Ïîñêîëüêó daijaij∧bi 6 aij , òî d
aij
aij∧bi ∧ aij = d
aij
aij∧bi è
d
aij
aij∧bi ∧ bi = d
aij
aij∧bi ∧ aij ∧ bi = 0. (2)
Äàëåå,
aij ∧ g =
(
(aij ∧ bi) ∨ daijaij∧bi
)
∧ g = ((aij ∧ bi) ∧ g) ∨
(
d
aij
aij∧bi ∧ g
)
,
íî aij ∧ g 6 bi, ñëåäîâàòåëüíî, ((aij ∧ bi) ∧ g) ∨
(
d
aij
aij∧bi ∧ g
)
6 bi, à ïîòîìó
d
aij
aij∧bi ∧ g 6 bi. (3)
Òåïåðü, ó÷èòûâàß, ÷òî daijaij∧bi∧g 6 d
aij
aij∧bi , è èñïîëüçóß (3), à çàòåì (2), ïîëó÷àåì
d
aij
aij∧bi ∧ g 6 d
aij
aij∧bi ∧ bi = 0, îòêóäà
d
aij
aij∧bi ∧ g = 0. (4)
Äàëåå,
g = g ∧
(
d
aij
aij∧bi ∨ d
aij
aij∧bi
)
=
(
g ∧ daijaij∧bi
)
∨
(
g ∧ daijaij∧bi
)
,
ïîñëåäíåå æå âûðàæåíèå, ñ ó÷åòîì (4), ðàâíî g ∧ daijaij∧bi .
Èòàê, g = g ∧ daijaij∧bi , îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî g 6 d
aij
aij∧bi .
Òåïåðü, ýëåìåíò
m∧
i=1
d
aij
aij∧bi ßâëßåòñß íàèáîëüøèì ðåøåíèåì ñèñòåìû íåðàâåíñòâ
a1j ∧ xj 6 b1,
a2j ∧ xj 6 b2,
...
amj ∧ xj 6 bm,
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à ïîòîìó ìàòðèöà R = ‖rj‖n×1, ãäå rj =
m∧
i=1
d
aij
aij∧bi , ßâëßåòñß íàèáîëüøèì ðåøåíè-
åì íåðàâåíñòâà AX 6 B, íî ïîñêîëüêó óðàâíåíèå AX = B ñîâìåñòíî, òî ìàòðèöà
R ßâëßåòñß è íàèáîëüøèì ðåøåíèåì óðàâíåíèß AX = B. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü (L,6)  áóëåâà ðåøåòêà, A ∈ Lm×n, B ∈ Lm×1. Ìàòðè÷íîå
óðàâíåíèå AX = B ñîâìåñòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åìó óäîâëåòâîðßåò
ìàòðèöà R = ‖rj‖n×1, ãäå rj =
m∧
i=1
(aij ∧ bi).
Â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè óðàâíåíèß ìàòðèöà R ßâëßåòñß åãî íàèáîëüøèì ðåøå-
íèåì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè (L,6)  áóëåâà ðåøåòêà, a, b ∈ L, òî íåïîñðåäñòâåííîé
ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñß, ÷òî daa∧b = a ∧ b. Ïðèìåíßß òåîðåìó 1, ïîëó÷àåì
ñïðàâåäëèâîñòü íóæíîãî óòâåðæäåíèß. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
×àñòíûì ñëó÷àåì äàííîãî ñëåäñòâèß ßâëßåòñß êðèòåðèé ñîâìåñòíîñòè ìàò-
ðè÷íîãî óðàâíåíèß AX = B íàä {0, 1}-ðåøåòêàìè. Ýòîò êðèòåðèé ïðåäñòàâëåí
â [2]. Ñîâìåñòíîñòü ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé íàä {0, 1}-ðåøåòêàìè èññëåäîâàëàñü
òàêæå â [3].
Ïîñêîëüêó ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå AX = B (XA = B), ãäå A,B ∈ Ln×n, ðàâíî-
ñèëüíî ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
n∨
k=1
(aik ∧ xkj) = bij , i, j ∈ {1, . . . , n}
(
n∨
k=1
(xik ∧ akj) = bij , i, j ∈ {1, . . . , n}
)
,
òî èç òåîðåìû 1 è ñëåäñòâèß 1 âûòåêàþò óòâåðæäåíèß.
Ñëåäñòâèå 2. à) Ïóñòü (L,6) äèñòðèáóòèâíàß ðåøåòêà ñ 0 è 1, è ïóñòü ìàòðè÷íîå
óðàâíåíèå AX = B (A,B ∈ Ln×n) òàêîâî, ÷òî äëß ëþáûõ i, j, k ∈ {1, . . . , n} â ðå-
øåòêå (L,6) ñóùåñòâóþò daijaij∧bik è d
aij
aij∧bik . Óðàâíåíèå AX = B ñîâìåñòíî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà åìó óäîâëåòâîðßåò ìàòðèöàR = ‖rjk‖n×n, ãäå rjk =
n∧
i=1
d
aij
aij∧bik .
Â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè óðàâíåíèß ìàòðèöà R ßâëßåòñß åãî íàèáîëüøèì ðåøå-
íèåì.
á) Ïóñòü (L,6) äèñòðèáóòèâíàß ðåøåòêà ñ 0 è 1, è ïóñòü ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå
XA = B (A,B ∈ Ln×n) òàêîâî, ÷òî äëß ëþáûõ i, j, k ∈ {1, . . . , n} â ðåøåòêå (L,6)
ñóùåñòâóþò dakiaki∧bji è d
aki
aki∧bji . Óðàâíåíèå XA = B ñîâìåñòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà åìó óäîâëåòâîðßåò ìàòðèöà R = ‖rjk‖n×n, ãäå rjk =
n∧
i=1
dakiaki∧bji .
Â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè óðàâíåíèß ìàòðèöà R ßâëßåòñß åãî íàèáîëüøèì ðåøå-
íèåì.
Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü (L,6)  áóëåâà ðåøåòêà, A,B ∈ Ln×n. Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå
AX = B (XA = B) ñîâìåñòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åìó óäîâëåòâîðßåò
ìàòðèöà R = ‖rjk‖n×n, ãäå
rjk =
n∧
i=1
(aij ∧ bik)
(
rjk =
n∧
i=1
(aki ∧ bji)
)
.
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Â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè óðàâíåíèß ìàòðèöà R ßâëßåòñß åãî íàèáîëüøèì ðåøå-
íèåì.
Ñëåäóþùàß òåîðåìà ïðèíàäëåæèò Ë.À.Ñêîðíßêîâó [4].
Òåîðåìà 2. Ïóñòü (L,6)  äèñòðèáóòèâíàß ðåøåòêà ñ 0 è 1, A ∈ Ln×n. Ìàòðèöà
A îáðàòèìà íàä (L,6) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ßâëßåòñß îðòîãîíàëüíîé
ìàòðèöåé, ò.å. A ·AT = AT ·A = E.
Îòìåòèì, ÷òî îðòîãîíàëüíàß ìàòðèöà A ∈ Ln×n îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
1) aik ∧ ajk = 0 äëß âñåõ i 6= j, k ∈ {1, . . . , n};
2) ai1 ∨ . . . ∨ ain = 1 äëß âñåõ i ∈ {1, . . . , n};
3) aki ∧ akj = 0 äëß âñåõ i 6= j, k ∈ {1, . . . , n};
4) a1i ∨ . . . ∨ ani = 1 äëß âñåõ i ∈ {1, . . . , n}.
Ïóñòü (L,6)  äèñòðèáóòèâíàß ðåøåòêà ñ 0 è 1, A,B ∈ Ln×n, A  îðòîãîíàëü-
íàß ìàòðèöà. Òîãäà èç òåîðåìû Ñêîðíßêîâà ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå âèäà AX = B
ñîâìåñòíî è ðåøåíèåì ßâëßåòñß ìàòðèöà X = AT ·B.
Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î ñîâìåñòíîñòè óðàâíåíèé âèäà AX = B, ãäå ìàò-
ðèöà A îáëàäàåò íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü (L,6)  äèñòðèáóòèâíàß ðåøåòêà ñ 0, B ∈ Lm×1, A ∈ Lm×n
è ïóñòü ýëåìåíòû êàæäîé ñòðîêè ìàòðèöû A îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó.
Óðàâíåíèå AX = B ñîâìåñòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åìó óäîâëåòâîðßåò
ìàòðèöà R = ‖rj‖n×1, ãäå rj =
m∨
i=1
(aij ∧ bi).
Â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè óðàâíåíèß óêàçàííàß ìàòðèöà R ßâëßåòñß åãî íàèìåíü-
øèì ðåøåíèåì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü óðàâíåíèå AX = B ñîâìåñòíî. Ïîêàæåì, ÷òî óêàçàííàß
ìàòðèöà R ßâëßåòñß åãî íàèìåíüøèì ðåøåíèåì.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî: (ai1 ∧ bi) ∨ (ai2 ∧ bi) ∨ . . . ∨ (ain ∧ bi) = bi,
i ∈ {1, . . . ,m}. Åñëè bi = (ai1 ∧ f1)∨ (ai2 ∧ f2)∨ . . .∨ (ain ∧ fn), ãäå f1, f2, . . . , fn ∈ L,
òî â ñèëó òîãî, ÷òî ïðè j 6= k aij ∧ aik = 0, ïîëó÷àåì:
ai1 ∧ bi = ai1 ∧ f1, ai2 ∧ bi = ai2 ∧ f2, . . . , ain ∧ bi = ain ∧ fn,
îòêóäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ:
ai1 ∧ bi = ai1 ∧ bi ∧ f1, ai2 ∧ bi = ai2 ∧ bi ∧ f2, . . . , ain ∧ bi = ain ∧ bi ∧ fn,
çíà÷èò,
ai1 ∧ bi 6 f1, ai2 ∧ bi 6 f2, . . . , ain ∧ bi 6 fn.
Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð (ai1 ∧ bi, ai2 ∧ bi, . . . , ain ∧ bi) ßâëßåòñß íàèìåíüøèì
ðåøåíèåì óðàâíåíèß (ai1 ∧ x1) ∨ (ai2 ∧ x2) ∨ . . . ∨ (ain ∧ xn) = bi.
Äàëåå, ïóñòü ìàòðèöà F = ‖fj‖n×1  íåêîòîðîå ðåøåíèå óðàâíåíèß AX = B.
Â ñèëó óñòàíîâëåííîãî âûøå, äëß ïðîèçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî èíäåêñà j ∈
{1, . . . , n} fj > aij ∧ bi äëß âñåõ i ∈ {1, . . . ,m}, ïîýòîìó fj >
m∨
i=1
(aij ∧ bi), ñëåäîâà-
òåëüíî, F > R.
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Äàëåå, äëß ëþáîãî i ∈ {1, . . . ,m}
bi = (ai1 ∧ bi) ∨ (ai2 ∧ bi) ∨ . . . ∨ (ain ∧ bi) 6
6 (ai1 ∧ [(a11 ∧ b1) ∨ . . . ∨ (ai1 ∧ bi) ∨ . . . ∨ (am1 ∧ bm)])∨
∨ (ai2 ∧ [(a12 ∧ b1) ∨ . . . ∨ (ai2 ∧ bi) ∨ . . . ∨ (am2 ∧ bm)]) ∨ . . .∨
∨ (ain ∧ [(a1n ∧ b1) ∨ . . . ∨ (ain ∧ bi) ∨ . . . ∨ (amn ∧ bm)]) 6
6 (ai1 ∧ f1) ∨ (ai2 ∧ f2) ∨ . . . ∨ (ain ∧ fn) = bi,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëß âñåõ i ∈ {1, . . . ,m} (ai1∧r1)∨(ai2∧r2)∨ . . .∨(ain∧rn) = bi,
ò.å. R  ðåøåíèå óðàâíåíèß AX = B. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü (L,6)  äèñòðèáóòèâíàß ðåøåòêà ñ 0, A,B ∈ Ln×n è ïóñòü
ýëåìåíòû êàæäîé ñòðîêè ìàòðèöû A îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó. Óðàâíåíèå
AX = B ñîâìåñòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åìó óäîâëåòâîðßåò ìàòðèöà R =
‖rjk‖n×n, ãäå rjk =
n∨
i=1
(aij ∧ bik).
Â ñëó÷àå ñîâìåñòíîñòè óðàâíåíèß ìàòðèöà R ßâëßåòñß åãî íàèìåíüøèì ðåøå-
íèåì.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü (L,6)  äèñòðèáóòèâíàß ðåøåòêà ñ 0, B ∈ Lm×1, A ∈ Lm×n
è ïóñòü ýëåìåíòû êàæäîãî ñòîëáöà ìàòðèöû A îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó.
Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèß ðàâíîñèëüíû.
1) Óðàâíåíèå AX = B ñîâìåñòíî.
2) Êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ AX =
B, èìååò ðåøåíèå.
3) Óðàâíåíèþ AX = B óäîâëåòâîðßåò ìàòðèöà R = ‖rj‖n×1, ãäå rj =
m∨
i=1
(aij ∧
bi).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü èìïëèêàöèè 2⇒ 3. Óðàâíåíèå (ak1 ∧
x1) ∨ (ak2 ∧ x2) ∨ . . . ∨ (akn ∧ xn) = bk, ãäå k ∈ {1, . . . ,m}, èìååò ðåøåíèå, ïîýòîìó
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
(ak1 ∧ bk) ∨ (ak2 ∧ bk) ∨ . . . ∨ (akn ∧ bk) = bk. (5)
Òåïåðü,
(ak1 ∧ r1) ∨ (ak2 ∧ r2) ∨ . . . ∨ (akn ∧ rn) =
=
(
ak1 ∧
[
m∨
i=1
(ai1 ∧ bi)
])
∨
(
ak2 ∧
[
m∨
i=1
(ai2 ∧ bi)
])
∨. . .∨
(
akn ∧
[
m∨
i=1
(ain ∧ bi)
])
=
= ([ak1 ∧ (a11 ∧ b1)] ∨ . . . ∨ [ak1 ∧ (ak1 ∧ bk)] ∨ . . . ∨ [ak1 ∧ (am1 ∧ bm)])∨
∨ ([ak2 ∧ (a12 ∧ b1)] ∨ . . . ∨ [ak2 ∧ (ak2 ∧ bk)] ∨ . . . ∨ [ak2 ∧ (am2 ∧ bm)]) ∨ . . .∨
∨ ([akn ∧ (a1n ∧ b1)] ∨ . . . ∨ [akn ∧ (akn ∧ bk)] ∨ . . . ∨ [akn ∧ (amn ∧ bm)]). (6)
Íî ïîñêîëüêó ïðè k 6= t akj ∧ atj = 0, òî (6) ðàâíî (ak1 ∧ bk) ∨ (ak2 ∧ bk) ∨
. . . ∨ (akn ∧ bk), ïîñëåäíåå æå âûðàæåíèå, ñîãëàñíî (5), ðàâíî bk. Òàêèì îáðàçîì,
óêàçàííàß ìàòðèöà R ßâëßåòñß ðåøåíèåì óðàâíåíèß AX = B. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü (L,6)  äèñòðèáóòèâíàß ðåøåòêà ñ 0, A,B ∈ Ln×n è ïóñòü
ýëåìåíòû êàæäîãî ñòîëáöà ìàòðèöû A îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó. Òîãäà
óðàâíåíèå AX = B ñîâìåñòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åìó óäîâëåòâîðßåò
ìàòðèöà R = ‖rjk‖n×n, ãäå rjk =
n∨
i=1
(aij ∧ bik).
Òåîðåìà 5. Ïóñòü (L,6)  äèñòðèáóòèâíàß ðåøåòêà ñ 0 è 1, B ∈ Lm×1, A ∈ Lm×n
è ïóñòü ýëåìåíòû êàæäîãî ñòîëáöà ìàòðèöû A îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó,
ïðè ýòîì îáúåäèíåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ ëþáîãî ñòîëáöà ìàòðèöû A ðàâíî 1. Òîãäà
åñëè óðàâíåíèå AX = B ñîâìåñòíî, òî ìàòðèöà R = ‖rj‖n×1, ãäå rj =
m∨
i=1
(aij ∧ bi),
ßâëßåòñß íàèáîëüøèì ðåøåíèåì óêàçàííîãî óðàâíåíèß.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè óðàâíåíèå AX = B ñîâìåñòíî, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 4,
ìàòðèöà R = AT · B ßâëßåòñß ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèß. Ïóñòü F = ‖fj‖n×1 
íåêîòîðîå ðåøåíèå óðàâíåíèß AX = B. Ïîêàæåì, ÷òî F 6 R.
Â ñàìîì äåëå, äëß ëþáûõ i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n} aij∧fj 6 bi è aij∧fj 6 aij ,
ïîýòîìó aij ∧ fj 6 aij ∧ bi.
Ñëåäîâàòåëüíî,
(a1j ∧ fj) ∨ (a2j ∧ fj) ∨ . . . ∨ (amj ∧ fj) 6 (a1j ∧ b1) ∨ (a2j ∧ b2) ∨ . . . ∨ (amj ∧ bm),
èëè
fj ∧ (a1j ∨ a2j ∨ . . . ∨ amj) 6
m∨
i=1
(aij ∧ bi),
íî ïîñêîëüêó îáúåäèíåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ ëþáîãî ñòîëáöà ìàòðèöû A ðàâíî 1, òî
fj 6
m∨
i=1
(aij ∧ bi). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå 6. Ïóñòü (L,6)  äèñòðèáóòèâíàß ðåøåòêà ñ 0 è 1, A,B ∈ Ln×n, è
ïóñòü ýëåìåíòû êàæäîãî ñòîëáöà ìàòðèöû A îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó,
ïðè ýòîì îáúåäèíåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ ëþáîãî ñòîëáöà ìàòðèöû A ðàâíî 1. Òîãäà
åñëè óðàâíåíèå AX = B ñîâìåñòíî, òî ìàòðèöà R = ‖rjk‖n×n, ãäå rjk =
n∨
i=1
(aij ∧
bik), ßâëßåòñß íàèáîëüøèì ðåøåíèåì óðàâíåíèß.
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